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Acciones periodicas en sistemas
amortiguados de un grado de libertad.
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Analizamos en regimen permanente (no nos interesa la solucién homogénea, sélo la particular

- PO
m

X+ 2o X+o X

Una funcién periédica puede expresarse como la suma de un namero infinito de términos seno o coseno. Dicha suma
se conoce como Serie de Fourier.

P(t)= %+a1 cos(o t)+a, cos(2o t)+a, cos(3vt)+...+a; cos(jo t)+

+b, sin(ot)+b, Sin2ot)+b, Sin@Bet)+...+b; sin(ot)

La excitacién se expresa como :

P(t)= %+ 5 (a, cosjot)+b; sin(jot))

j=1

2" .
27 =2 aP(t t)dt
8, = = oP(t) ot 3 =7 oPltjcos(e)
0
_
a, = valor medio de lafuncién periddicaP(t) b, = 2 P sinGot) ot
T 0
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La respuesta podemos expresarla como :

X(t)= %+ & (Acos(jot)+B. sin(ot)

X(t)= a (o )(-A Snot)+B; cos(jo )
X(t)= a o Y(A cos(jot)+B singot))

Reemplazando en la ecuacién diferencial nos queda :

- Qo «

1

]

(o )(A, cos(jot)+B, sin(ot)) + 2o a (io )(-A sin(ot)+B cos(jot) +

2 N . . léa, . .U
+to, %+a (A cosjot)+B, sin(ot)) = E§%+ a (a cos(jot)+b Sln(jc\)t))g
j=1 e =1 a
Vimos que el desplazamiento estético era : X, = ?
LLamamos : g A
R=— y Xo=—
0 2 0 2
Como K=m mnz reemplazando nos queda : Mo, % = %
% %
% = > -
Mo, K
Agrupamos términos en sen(jet) y cos(jet) y tenemos en cuenta que :
2 A _ 13
"2 m2
. - 2 . 2 _ a] U
Terminos en:  COS(o 1) ® -(jo )°Aj+ jo Lo, B +o A = mi
b y
. ) . . . PR i
Terminosen:  SN(jot)® -(jo )sz+ Jo Zo, A+mn BJ- __I’TJ‘]Ib

Nos queda un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas Aj y BJ-

.
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0, = (0, ) + (20,0 )

A=— Qoo - io%)a- (Zo,jo)b

X(t)= i+ & (Acos(jot)+B. sin(ot)

=1

Expresiéon de la perturbaciéon y la respuesta en el campo complejo :

Tomando un arménico cualquiera e igualando
a, cos(jot)+b; Sin(jo t) = ¢;cos(jot+¢ ;)= c,cos(jot )cosp ; - ¢;sSN(jut )sing ;

a, = C;CoSp | {i b, Im c;
b . ytg(p i = - _,.F-""f )
j = CSIMp 2 By T \
lll"‘n
B 2 2 Yo
C, =4/a," +b , J
1o
J —— Feg

También representamos la respuesta en el campo complejo. Analogamente podemos escribir :

A =Cosp i B,
B -.Cs yiQe; = A
i = Y9 p j

C = \/A)Z + Biz
e xit)
a_’ z_’ i ||| |-|| |.|| |..| Dominio del tiempo
2T 3T 27 =T
‘ I I Dominio de frecuencias
2 34

2 34
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Expresion de la perturbacién y la respuesta en el campo complejo y con la forma exponencial de la serie de
Fourier :

e—ix+ é’x éx + e—ix
® cos(X)=

Sabemos que : cos(x)=

—ix_ iX ] 'x_ e—ix
® - sIn(x)=
2i ) 2

sin(x)=

Restando ambas expresiones nos queda :  |cos(X)- sin(x)= e

Expresamos la perturbacion :

P(t)= %+ 5 (a, cosjot)+h; sin(jot))

j=1

_a X ei}»t_i_e-ijmt eijmt_ e—ijwt
P(t)= =2+ a
(=7+4 @7

pi)= 2+ g (3 0 gy 810 gty
2 2

Si llamamos :

O

I
N |2

O

I

Podemos escribir :

P(t)=C,+§ (C,é"'+C,e™")

=1

P)=G+8 C &' +3 C e
j=1 =1
é éj el]mt

j=-¥

j=1 j=-

¥ T _
P(t)=C,+§ C, &'+ § C, &

¥ con a,=2e(C)

— 8 . jjot
"= a Ge b,=-21m(C }
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Siendo :

= %T?P(t) cos(jo t)dt

T

2 e
0

a, +ib, 17
¢ = =% =7 oPO (cosleh:- T sn(jo D

1 .
== oP(t) e ™'dt
70 ®)

Expresion de la respuesta :
X(t)= Ab+ & (Acos(jot)+B. sin(ot))

=1
Analogamente llegamos a la expresmn :

A] J joo t Ai'iBj ; ot
x(t)= 2o gty —legl
) 5 a( 5 > )

Llamando :
)(0:i X:Al X :Aj+|Bl:>_(
2 ] ] 2 ]
Desarrollando analogamente llegamos a :
X(t)= Xo+ & (X, e+ X, e’t)
=1
¥ ¥
jmt o -jjot
X()=X,+3a X, € +3 X e
=1 =1
TaT
é Xj eumt

X()=X,+4 X, e+ 3 a X, er!

j=1 j=-¥

Con A =2Re{X}
B, =-2Im{ X}

X(H)= a X, € ot

J - ¥
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Ahora faltan calcular los X; . Para ello derivamos y reemplazamos en la ecuacion diferencial

¥ .
x()= & ijo X, &

j=-¥

¥ 5 -
— o H ot

x®)= & -(jo)*X; €

]:

Reemplazando en la ecuacién diferencial nos queda :

25 c e
J=-¥

‘é ¢ (jo ) + 2o jjo +o, uX ﬁ““(

X - 1 <
b (jo) + Zo jjo +o 0 M
0
. .C,
XJ— =a (o )—
m
1 _ _
Funcién de transferencia o

funcion de respuesta compleja

o (ijo) =

- (jo ) + 20 jjo + o,

La gran ventaja de usar dominio de frecuencias es que puedo resolver la ecuacién diferencial algebraicamente

Conclusién : hay que sacar la estructura de las frecuencias asociadas a los grandes armonicos C

para¢ =0
1 C

J

b (jo) +e, m

s con2 - (jw)e® C, grande® grandes desplazamientos

Valor cuadratico medio de X(t)

2

Tav
e x(t) dt= 2 068 (A, cos(jot)+ B, sin(o g dt
o6
Toel 1 a

2

2
cj|

é(a B) c,’ éc,c_:jzcoﬂzé
j

=1

A,
4

I\)|H
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Indica en qué frecuencias tenemos concentrada la energia.
Las frecuencias importantes de C no deben coincidir con las frecuencias naturales de la estructura

Célculo de la expresién de x(t) usando sélo los CjynolosCy:

@t X+ 3 X, @ ==3 X e X +§ X, &=

j=1 j=1 j=1

¥ N -1
xt)=§ X é'=3 X,
j=-¥ j=- ¥

J
j=-

- ¥

=8 X, "4 X+ § X & =
=1 j=1

1
X

o

+
.mo ®
@ D

(X, ")+ (X €)=

¥
ijot
X(t) = X,+23 Re{xj e } Expresion de los desplazamientos
j-1

¥ 1 .
0= & ffoX, &= & o X, &+ & fjaX, 6 -
j=-¥ j=- ¥

= j=1

=-3 ijo X j gty a ijo X]- gt =
j=1 j=1

=-3 ijo Xj gt +3 ljo XJ- gt =
j=1 j=1

¥
X(t)=-2§ jo |m{)(j eil'wt} Expresion de las velocidades

j=1

Mediante un desarrollo analogo al anterior pordemos obtener la expresion de las aceleraciones

¥
X(t) =23 - (jo )2 F\)e{)(j eiiwt} Expresion de las aceleraciones

j=1
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Verificacién numérica del

roblema de un sistema de un

rado de libertad somentido a la accién de cargas

eriddicas :

Datos del modelo :

Amortiguacion del sistema :

Rigidez del sistema :

Masa del sistema :

98000xkg
M=—-

m
9.8><—2
seg

Datos de la excitacion :

Periodo de la excitacion :

Tiempo total de analisis :

z =02

kg
K := 100000x——
cm

kg >seg2
cm

M = 100

Tc = 4>seg
T := 8seg

Calculo de la frecuencia de la excitacién :

[+ Reference:C:\ING\DYNAM\Programas\unidades.mcd

>

J

fro 1

Calculo de la frecuencia natural :

25p 1 K 1
w=——| w=0.785—— wn = [— wn = 31.623 ——
T seg M seg
Expresion de la excitacion :
Fo := 100000%g
Tc
2 1 int o= ——
we = 2| we = 1.571—— Int:=-g
Tc seg
F(t):= [Fo if O£t£int
(-Fo) if int£teg 2xnt

-Fo

-Fo

-Fo

Fo if 2xnt£t£ 3snt
if 3xnt £t £ 4xnt
Fo if 4xnt£t£ 5%nt
if 5xnt £t £ 6%nt
Fo if 6xnt£t£ 7xnt
if 7xnt £1tE£ 8xnt

0 otherwise
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Graficacion de la excitacion :

Como puede observarse, la excitacion periédica actla los primeros cuatro
segundos, mientras que el tiempo de andlisis total es de 8 segundos

t:=0,0.001.. T
120
90— —
60 — —
FY a0 .
Ton ob--d---- - - .
0 -30 [~ -
-0 - _
-90 - _
- | | | | | | |
120 1 2 3 4 5 6 7 8
t
Célculo de la respuesta usando transformada rapida de Fourier :
mexp = 10
l:=0.2M*P . 1
T
Dt :=
omexp
t| = Dt
V= F(t) C:= FFT(V)
Cantidad de armonicas : n:=70
-0.957
Coeficientes de Fourier : 63.006+0.109i
-0.957
j:==0.n -
70.433+0.639i
-0.957
alj:= 2-Re(Cj) bl;:=-24m(C)) ,
94.321+1.432i
-0.957
Armado de la respuesta con los términos obtenidos con la FFT : C=| 224958+4.811I| gy

Ci

Mg (jow)? + 25z wnsixw + wn%

6.699-311.881i

-173.248-4.811i

-0.957

-41.468-1.432i

-0.957

-15.068-0.639i

-0.957

-3.177-0.19i
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t:= O>seqg, Dt>seqg .. Txseg

2.67T

x2(1) 1.337

cm

e o

—1.33T

—267T

BRI

t

Andlisis para distinto nimero de armdnicos a utilizar en el célculo de la respuesta :

1 Arménico

3

j=0.n
alj:= 2-Re(Cj)

bl;:=-24m(C))

n=1

XJ

C.

]

Mg (jow)? + 25z wnsixw + wn%

XOl(t) = XO + zxé Re(XJ >ei xij[)

0.2T
0.13F

x01(t) 0.067T

cm

0 -0.067T

—0.13T

-0.2+

AMONICOS n = o

j=0.n
alj:= 2-Re(Cj)

bl;:=-24m(C))

C.

]

XJ =

M>'é"(j>w)2+ 25z N X W + wn%

x03(t) = Xo + 2x@Q

i=1

0.5T
0.33T

x03(t)
cm

0.17-_\

e

0 -0.17T

=-0.33T7

-0.5+

08\—H/

2.4

\/ T 7’.2 8
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5 Arménicos n:==5

0.337

x05(t)
cm

j=0.n
alj:= 2-Re(Cj) -
bl;=-24m(C)  |X; = “ 05(t) = Xo+ 2x8  Re(xje'1™7)
j = -24m(C; i= . 2 — . X05(t) := ot Xa e\xpe
Mg (jow)™ + 2>z >wnx>j>w + wn{ =1
0.5k

-017T

~0.33T7

-0.5+

1U Armonicos n:= 10

j=0.n
alj:= 2-Re(Cj) -
bl :=-24m(C)  |X;:= S 10(t) = Xo+ 2x8  Re(Xpe ™)
i =-24m(C; e a— — o x10(t) = Xo + 2x@  Re(Xje
Mg (jow)” + 2>z >wnx>jw + wn{ =1
,

ol
t

U AMOonicos n:=20

j=0.n

alj:= 2-Re(Cj) -

Cj Q ( i><j>1w><t)
blj:=-24m(C)  |Xj= ———— — = x20(t) = Xo+ 2x@  RelXje
Mg (jow)™ + 2>z >wnx>jw + wn{ P
o
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50 Arménicos n:=50

j=0.n
alj:= 2-Re(Cj)
n
Cj Q ( i><j>1w><t)
blj:=-24m(C)  |Xj= ———— — = x50(t) = Xo+ 2x@  RelXje
M>@& (jrw)™ + 2>z wnxx>w + wn( P
o
1.33T
x50(t) 0.671
cm 1 1 1 1 |I\ F A W I b e ad
0 .8 ) 2 3.2 V™ 48 5.6 6.4 7.2 8
0 -0.67T
-133T
oL
t
70U ATMONICOS N .= 70 SULUCIUN EXACTA
j=0.n
alj:= 2-Re(Cj) -
Cj Q ( i><j>1w><t)
blj:=-24m(C)  |Xj= ———— — = X70(t) = Xo+ 2x@  RelXje
Mg (jow)™ + 2>z >wnx>j>w + wn{ P
3T
i
=+
x70(1) A
cm I I I I ! N A o I - anl
0 08 .6 2.4 3.2 ' u vV 48 5.6 6.4 7.2 h:
0
-+
ot
L
t
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Comparacién de las distintas respuestas elaboradas con distintos nimeros de arménicos :

1.67T

x01(t)
cm

x03(t)

cm 0.837

—
—
g

x05

x10(t)

Ll

x20(t
cm

x50(t)

~0.837

x70(t)
cm

o

-1.67T

—2.5—

( ==
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