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Ecuaciones de equilibrio dinamico para

algunos sistemas simples y resolucion por
Transformada de Laplace

[+ Reference:C:\ING\unidades.mcd

Caso de excitacion fuerza P(t) exterior : . .
| = inertia

S=Stiffness
p[t:, D=Damping
P[t] P(t)- fl 'fD'fS:O
_ﬁ-

f,+ fy+ fg=P(t)

mx+cx +k x =P (1)

u(t):ug(t)+x(t)|

Caso de movimiento de la base :

f,+ fo+ fo=P(t)

uit)
X
- 2
1 m m 2 uz(t)+c dth)+kx(t)=0
dt dt
C
o= uz(t) d’ xz(t)z ‘e dx(zt)+kx(t)=0
g dt a3 dt
/77
ugit 2 d?u, (t
o d xgt)+c dxgt)+kx(t)=_ ugz()
dt dt dt

d?u_(t) . . .
9 es la fuerza sismica efectiva. (proporcional a la masa)

Donde P =-m
Cil 2
at
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Caso de oscilador simple amortiguado con excitacion P(t) :

Ecuacion diferencial del movimiento :

[mx+cx+k x=P (1)

Dividiendo por la masa nos queda :

C k P(t)
X K+— X+— X=——=
m m m
Vo

Definimos las siguientes relaciones :

k .
@, =4[— Frecuencia natural C. = 2me, Constante critica de
m de vibracion n ) .
amortiguamiento
C .
ﬁ 2 L =— Coeficiente de
m Bl Cc amortiguamiento
Expresamos el coeficiente de amortiguamiento como : C= CCQ =2Me,C
P(t
X+ Lo X+, X P
m

Caso de oscilador simple amortiguado con movimiento de base :

“Em dzu (t)
MX+CX+k X=-m ng

Dividiendo por la masa nos queda :

K d?u, (1)
Kt —X+—X=-—73
x m m dt
_ _ d?u,(t)
Con los mismos reemplazos anteriores : X+ 200 X+o 2 X=- g
n n dtz
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Caso de excitacion rotacional de la base :

i um, gl mdz(;z(t)+cx+k x(t)=0
- u(t)=he (t)+x(t)
mdz(hogéttz)+x(t))+cx+k x(t)=0
777 cail)
/ﬂ\ mdzd)iz(t)+cx+kx(t):-mh dzgtgz(t)
Donde [P, =.mh % es la fuerza sismica efectiva.

Caso de excitacién torsional de la base :

z
il |
C\ ’ Y Losa rigida
[o]]
=
L i
/1
L

d o 74
/ .

Y
®

—1
z
| |/
h
g Losa de ky“b,z /{cy biZ
fundacién ke di2-w et Y
_ ) ) . — k. di2
—-— L L K
A \,TH9=1
4 4 \\ (4] B
k. /2 e e K, df2
\/ Y
k, b2 ky, bi2
El momento torsor que actlia sobre la masa se expresa de foo U
T 'sT o “e

acuerdo a la segunda Ley de Newton como :
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Donde :

U(1) =u(t)+u,,(1)|

u, =rotacion delafundacion relativa al suelo

_m (b*+d?)
12

l, Momento de inercia respecto del centro de masa O

Relacion entre momento torsor y rotacion relativa :

fs=k, u, k, = rigidez torsional

Para columnas con sus dos extremos empotrados, las rigideces resultan :

o« - 12EJ,
X = 3
h
« _12EJ,
Y © 3
h
Para determinar la rigidez a torsion se introduce una rotacion unitaria : u, =1

© § 7225 &7225

La expresién de la ecuacién de equilibrio dinamico resulta :

k =4% 920.., 4aT(Y EEO: kxd2 +k, b? Rigidez torsional

lou, +(k,d®+k,b*)u, =-1,u

g0

Profesor Titular : Ing. Raul D. Bertero Pagina4 de6
Trab.Précticos: Ing. Hernan Sotero Gonzalez




Universidad de Buenos Aires
%]' : Dinamica delas Facultad de Ingenieria
B

Estructuras| Av.LasHeras 2214

Resolucion de la ecuacion diferencial de equilibrio dinamico mediante Transformadas de Laplac

Partimos de la ecuacion de equilibrio dinamico :

[mx+cx+k x=P(t)]

Aplicamos Transformada de Laplace a ambos miembros :

L(mx+cx+k x)=L(P(t))

Desarrollando :

sz_x(s)- s x(0)- x(0)+ Lo ,[s X(s)- X(0)] +@,2 X(s) = f(s)

(s°+ %o, +a,°)x(s)= f(5)+(s+ Zm,) x(0) +X(0)

(s-8)(s-5)=+Ze, +a,

1 . N
~x(s):82+2£m e 2g_f(s)+(s+ngn)x(0)+~x(0)3
Llamamos :
s=o,(-c+t?-1) s =e,(-c-yc-1)
1 S+ Ao
X(s)= f(s)+ L x(0)+ x (0
X9 (S-Sl)(S-Sz)-( ) (s-s)(s-5s) ©) (s-s)(s-5s) (©)
t eszt eslt éS eszt -s eslt eszt _ eslt h St eslt
t f(t-t)h + a>——2—+ 2o ———ax(0)+———x (0
K= 07 g (e s o 2o, X (0o x(0)

Teniendo en cuenta :

S-S =-2m,c"- 1

et _ eslt -Ca t

— \/C - Sh(\/(;_—lmt)

Szeszt -5 eslt

—%_ Sll =g ‘ot %h(ﬂmnt)+

JC—18h(JCTmnt)

an o o

Profesor Titular : Ing. Raul D. Bertero Pagina5de6
Trab.Précticos: Ing. Hernan Sotero Gonzalez




Dinamica de las
Estructuras |

352

Universidad de Buenos Aires
Facultad de Ingenieria
Av.LasHeras 2214

Reemplazamos en la solucion x(t) y nos queda finalmente :

[ —]

SOLUCION PARTICULAR VIBRACIONES FORZADAS

+ Xx(0) g &t eCh (./ t) J_

—_— — — — — —_— — —_— — — —_——— —_— —_———_——

SOLUCION HOMOGENEA VIBRACIONES LIBRES

Sh(ye?- Lag)

an o &
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