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Vibraciones amortiguadas de sistemas de
un grado de libertad con excitacion
armonica.

[+ Reference:C:\Ing\unidades.mcd

Se estudiara el modelo formado por una masa m. un resorte de constante K y un amortiguador de
constante C sometido a una fuerza perturbadora senoidal de amplitud Po y pulsacién e. De acuerdo a
lo visto, los parametros del sistema son :

Frecuencia natural K
Wnh= [—
24 n -
T 7
i Frecuencia natural con amortiguamiento
‘ W, =wpx/1- xZ
7 Coeficiente de amortiguamiento

Modelo de 1 GL

La ecuacion diferencial del movimiento es :

2 n
g x(t) 6 t) &
mc X();+ Cﬁejx()9+ Kxx = Possin (w %)

Dividimos por la masa m nos queda :

d’x(t) C adx()p K Po
-\, =z —+ — X = —>sin(w %)
dt? me dt g m m

Reemplazando por los parametros correspondientes nos queda :

2

d=x(t dx(t Po
x(1) + mwnxl+(wn)2xx=—>6in(w>¢)
dt2 dt m
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En el modelo de vibraciones forzadas sin amortiguamiento, la soluciéon senoidal para x estaba en fase
(o en oposicién) con la fuerza perturbadora. La fuerza de inercia (derivada segunda de la solucion )
también estaba en fase u oposicion con la fuerza perturbadora.

Suponiendo para este caso una solucién senoidal con pulsacién igual a la de la derivada primera de
esa solucion, o sea la fuerza ejercida por el amortiguador, esta adelantada en =/2 respecto de la fuerza
ejercida por el resorte. Por lo tanto, la solucién no puede estar en fase con Po pues en ese caso la
fuerza debida al amortiguamiento quedaria sin equilibrar.

Solucién no factible :

X =Xo>sin(th)|

Fuerza del resorte :

Fa > _
5 o -k = -mx{w )Xo >sin (w %)
Fuerza del amortiguador :
it g
oy
Re -C>«~—9=-2xm>w>wnx><o>cos(th)
edt g

Fuerza de inercia :

ajsz 2 A
-M>xg——+ = Mw ~ xX0>Sin (w %)
g dt” g

Por lo tanto la solucién x(t) debe estar atrasada un cierto angulo ¢ respecto de P(t), para que una
componente de ésta equilibre a la fuerza del amortiguador.

La solucion que planteamos es del tipo : |x(t) = Xossin(w % - f )|
Desarrollando se tiene : X(t) = Xoxcos(f )s>sin(wx) - sin(f )xcos(w X))
Ahora si llamamos : C = Xoxcos(f)
=-Xossin(f)

La expresion de los desplazamientos nos queda : x(t) = Cssin(w %) + D>xcos (w %)

Calcul derivadas : .
alculamos sus derivadas d—x(t) = Cow O (w ) - Dow ssin (w )
dt

2
d—zx(t) = - Cow >sin(w %) - Dow 5c0os (w %)
dt

Reemplazamos en la ecuacion diferencial :

(-C>w2>6in(w ®) - D>w2>cos(w >¢)) + 290w ow {Cow >coS (w R) - Dow o>sin(w %)) +

2 . _Po
(w )X Cosin(w ®) + D>cos (wt)) = —sin (w x)
m
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8(-C>W2- 2% W W ><D) + (wn)2>CE>Gin(w R) + g-Dmv2+ 2>w2>wnxx>C+ (wn)2>Di5>COS(w %)

Po .
—sin(w )
m

2 2 2 N L. 2 2 . _ Po
'-“a-gwn) - wpC - 20w pow Dpsin (wt) + '-“a-gwn) - w D + 2x0w w >Cr oS (w R) _F)Sm(th)

incognitas Cy D.

Para que esta ecuacion sea valida para todo t, los coeficientes de los terminos en seno y coseno en los
dos lados de la ecuacion deben ser iguales. Este requerimiento hace que tengamos 2 ecuaciones con 2

Dividiendo por wn? y teniendo en cuenta la relacion K = wn®m tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones :
é 2w 020 w Po
él- - —= 0C- §32>sxx—+>D=—
& éW%Wngad e Wng
€ mw 5l w5
81- 22 4D+ x—C =0
& éW%Wngad e Wng
Resolviendo el sistema de ecuaciones tenemos :
*&w 62 w
1- ri—-= - 2% x—
Po eWn g Po Wp,
Y 2 °TX 2
4 25 2 4 25 2
é 5 U 5 é 5 U 4
S &ew b W 0§ S a@w gV Lo}
61- 250 + ool e1- EE 00 s By O
e eWng( e Wng & eWng( e Wng
Por lo tanto la solucion en regimen permanente resulta :
. o w N
% 1-p—-= - 20X x— H
Po é AW, _ W, a
xperm (t) :?@ 5 sin(w X) + 5 xC0oS (w X)
o4 N 2 ; 2 2 .
é¢  eaew U W § € ewgl w § G
~8l- r~—= 1 +-§32XX><—+ él- r~—= 1 +§?2>9(><—+ -
ee eéWnglQ & Wng e eWngl e Wng Q
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Graficando los resultados obtenidos se tiene :

kg wn>xPo
Po = 100kg K:=10x— wn = 20x—— w = 10— x:=01 Xo:=0<xm Vo:=
m seg seg
t:=0,0.02>seg .. 2>seg
wr=wnn/1- x?
€ &w o w y
p é 1-o—= -2 x— a
0 3 awn whn ,
xperm(t) = —>& Shali >sin (w %) + »cos (w %)Y
S ew VY W § € a&w 9V W 0§ .
€Al - ri—m = 11 + P2 *— = Bl - r— = 1l + P2 *— = u
gé ewngi & wn g & eéewnhggd e wn g a
- X . 0 VO - X .
xtrans (t) := Xosxe * " ssin (wrt) o + — e < sin (wn %)
2

xgecos(wrxt) +
) 1-x

wr
1%}

|x(t) = xtrans(t) + xperm(t)l

20

10

x(t)

xtrans(t) ¢

—-10

-20
0

Desplazamientos totales
Solucion transitoria
Solucion permanente

15 2
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Calculo de la amplitud del movimiento :
Para calcular la amplitud Xo partimos de la expresion de la solucion en regimen permanente :

¢ ow o w u
p € 1-- = - 25K — U
0 4 ewn g . wn -
xperm(t) = —>& >sin (w %) + >cOS (wt) Y
K ég 282 2 A 202 2 a
e w u w e W u w
€ aew ol 0 ¢ aoew U o) 8
€Al - ri—m = 1 + rP2XX *— = 61l - ri— = 11 + P2 — = u
ée ewng(g & wi g € ewng( e win g 1]
- 2 N
4 2 2 2
&é &ew § u ¢ w ot
8 1- 7 —= u a 2% x— -
aPo 5 € ewn g © whn Ya
X0=\/C2+ D% = p—9>@e > u.,é > 0y
K N N 20 a4 25 20
TP ete  ow U wo'l ¢ aw U w gt
2BBl- A— M1 + P2 x—= U BB8l- fA—= 11 + P2 x— = 11
gee ewngid e wng ( éeé ewng( e wng (0
Po 1
X0 =—

Amplitud del movimiento

Calculo del coeficiente de Amplificacion Dinamica :

Para calcular el factor de amplificacion dinamica partimos de la expresion de la amplitud

Po 1 Po 1
Xo =— X0 = <
m , 2 $ U .
Aw,)? - w3+ (200w, w)? g ’ w,)’ - wi + 2>sx>wnw2
n C n e o u n C
é(“’n) G

. . Po
El corrimiento estatico del resorte es d = —
K

Este factor de amplificacion dinamica se define como la relacion entre la amplitud de la deformacion
dinamica, y la amplitud de la deformacion estatica debida a la carga Po.

(W n)2

Xo
Rd =— Rd =
d ; 2
\/a‘”n)z' ‘"zlf + (2"""”’n>“"’)2
1
Rd(x,w) :=

é 202 2 Factor de Amplificacion Dinamica
€, &W o W g
91 - r— = Il + X X¥— =~
& ewhngiad e wn g
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w:=0,01.. 60
é w Qg
e 2xx— Ul
A wn . 360
f (x,w):= |Catan uu if wewn

Expresion del Angulo de fase

Rd(0.01, w)
Rd(0.1, w)
Rd(0.2, w)
Rd(0.7, w)
RA(L, w) 7
3
oW oW W W
. i wn'wn'wn'wn’wn

— Amortiguamiento 0.01

""" Amortiguamiento 0.1

==== Amortiguamiento 0.2

semes Amortiguamiento 0.7

— Amortiguamiento 1

180
150 [~
f (0.01, w)
£(0.1,w) 12017
f (O.Z,W) 90
(0.7, w) |
f (1,W)
—_ 30
o“‘ "
v - e’
0 ag=sioccc] | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25
w
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Cuando w / wn << 1 el angulo de fase f es casi cero y los desplazamientos estan esencialmente

en fase con la fuerza aplicada

Cuando w / wn >> 1 el angulo de fase f es casi 180 y los desplazamientos estan fuera de fase

con la fuerza aplicada.

Cuando w = wn el angulo de fase f es 90 grados y los desplazamientos son maximos cuando

la fuerza pasa por cero.
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