Universidad de Buenos Aires

Facultad del ngenieria DINAMICA DE ESTRUCTURAS

Vibraciones amortiguadas de sistemas de
un grado de libertad con excitacion
armonica - Analisis con numeros
complejos.

[+ Reference:C:\Ing\unidades.mcd

Se estudiara el modelo formado por una masa m. un resorte de constante K y un amortiguador de
constante C sometido a una fuerza perturbadora senoidal de amplitud Po y pulsacién . De acuerdo a lo
visto, los parametros del sistema son :

Frecuencia natural W = ﬁ
P(f) n -

[ 2]
T i Frecuencia natural con amortiguamiento

w, =w,x/1- xZ
]
7.

Coeficiente de amortiguamiento

Modelo de 1 GL — —

La ecuacion diferencial del movimiento es :

2 n
aad“x(t) 6 t) 6
mog X();+ foejx()9+ Kxx = Po>sin (w x)

Dividimos por la masa m nos queda :

d’x(t) C adx()p K Po
-\, =z —+ — X = —>sin(w %)
dt? medt g m m

Reemplazando por los parametros correspondientes nos queda :

2

d®x(t dx(t 0

LIIO) + 2><;'a(>veln><J + (wn)2><x = —sin(w x)
dt2 dt m
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En el modelo de vibraciones forzadas sin amortiguamiento, la soluciéon senoidal para x estaba en fase
(o en oposicién) con la fuerza perturbadora. La fuerza de inercia (derivada segunda de la solucion )
también estaba en fase u oposicion con la fuerza perturbadora.

Suponiendo para este caso una solucién senoidal con pulsacion igual a la de la derivada primera de esa
solucién, o sea la fuerza ejercida por el amortiguador, esta adelantada en =/2 respecto de la fuerza
ejercida por el resorte. Por lo tanto, la solucién no puede estar en fase con Po pues en ese caso la
fuerza debida al amortiguamiento quedaria sin equilibrar.

Im Solucién no factible :

X = X0>sin (w %)

Fo Fuerza del resorte :
X .
P -kxx = -k=X0sin (w )
T Fuerza del amortiguador :
Re X &
-Cwqed—gz - Cow xX0 >COS (w ?)
edt g

Fuerza de inercia :

ajsz 2 A
-M>xg——+ = Mw ~ xX0>Sin (w %)
g dt” g

Por lo tanto la solucién x(t) debe estar atrasada un cierto angulo ¢ respecto de P(t), para que una
componente de ésta equilibre a la fuerza del amortiguador.

La solucion que planteamos es del tipo : X(t) = Xo>sen(wx - f)
Usamos notacion compleja : Zz=a+ i .
Usando la formula de Euler :
z =rxcos(a) + i>sin(a)) .
1 >a .
Im [ e " =cos(a)+ isen(a
)= (a) (a)
b . .
—————— i =ixa-b
?\ 7 I iz =-rxsin(a) + ri>cos(a) Teniendo en cuenta que :
iz " :
- | .. . & PO
~ o | R - - =) PO . . & P 00 sin(a) =-cosra + —=
ix =r=cosra + —=+ sinca + —== e 2g
a Re e e 2g e 2 oo
. . e PO
i£+%9 cos(a) =sinrca + E;
ix=re® “° e 2

Entonces podemos expresar : .
P xpres P(t) = Possin(w x)

P(t) = Im(Possin(w %))
P(t) = Im[Poxcos(w x) + i>sin(w x))]
Y la respuesta la podemos expresar como :  x(t) = Im(z(t))

Entonces la ecuacion diferencial la podemos expresar como :
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d°z dz Po ;
+ 20w + (wp) i = — '™
d dt m

Cuya solucion es ahora :

z(t)=Z>ei>"”'xt
dz(t s

() :le-)w>el>wt

dt

2 2
d=z(t s d=z(t i
Aszizw%e'Wt i:_zwz)é t

dt dt

Reemplazamos en la ecuacion diferencial :

i X] . i X] i X] PO i X]
_ZM2>e|>wt+ZXXWnXZ)qM)eth_'_(Wn)ZXZ)elwt:_)elwt
m
simplificando conduce a : =
2 . 2 0
-2+ 200w 2w+ (wp) T = —
Po 1
Z=—
(wn)?- w2+ 2w oW
Multiplicamos y dividimos por el conjugado del complejo y nos queda :
L _Po 1 (wo)2- w2 2w
(wp)?- w?+ i2sowpw (wp)?- w?- 20w w
. Po (wn)z- wl. 1 525 W W
“m 2
m awn)z' WZE + (2’“>‘Wn’w)2
. Po (wn)z- w? 1 523 W W
“m 2 o, 2
" o) W @xowpw)? o)’ W+ (2sowpow)’
Llamando : 2 2
wn) - w 25X W W
A = ( nz B = ) n
g‘"n)z' ‘"2;5 + (2xx>wn>w)2 g‘"n)z' ‘"2;5 + (2xx>wn>w)2

La respuesta nos queda :

Po _
Z=——XA + Bx)
m
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Calculo de la amplitud del movimiento :
Para calcular la amplitud Xo hacemos lo siguiente :

Po 2
Xo = |Z] X0 = —»/A°+ B

_Po 1

Xo =—
m , 2
\/g‘"n)z' ‘"zlf + (2>""“”’n""’)2

Amplitud del movimiento

Calculo de la respuesta total :

La solucion particular (o permanente) se obtiene reemplazando la expresion de la amplitud Xo en
X(t) = Xossin(wxt - )

Po
K .
xperm(t) = sin(wxt - f)
¢ ow FU w &
él- r~—=-u + ,?Zxxx—+
& eW%Wigld e Wn g

La respuesta total se obtiene sumando la solucion particular (respuesta permanente) y la solucion
homogenea (respuesta transitoria) correspondiente al modelo de vibraciones libres con amortiguamiento.

- & ae X 6 Vo . xt
x(t) =Xoxe " £Cos(wot) + ———ssen(wt).+ —e T sen (wot) +
- / 2 w,
e 1-x 2
Po
K :
+ sin(wx - f)

€ =w ('5202 w o2
81- =20 + w2
& eWngd e Wng

Calculo del angulo de fase :

El angulo de fase se calcula con :

Im(2)
tan(f) = tan(f) = —
Re(2)
w
25X AW W 2><x><w—
tan(f) =-———— tan(f) = —— Angulo de fase
wn) w .2
®&W §
1-r—=
eWng
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Graficacion de las respuestas :

kg — 1 wn 3o
Po:=100kg K:=10x—  wn:=20 w=10—— x:=01 Xo:=0<cm Vo:=
m seg seg
€ W
e 2>9(><— u
A wn -
f = atan®© a -
é .2 wr:=wnx/1l- x
~1. 2% O
é ewng Qg
- A . 6 Vo . < .
xtrans (t) := Xo>e *™" tx?;OS(WD‘t) + >Sln(wr>¢)2+ 2 e xun t>S|n(wn>et)
é 1. x? g W
Po
xperm(t) := < ssin(wt - f)
" B é 22 2 e |X(t) = xtrans (t) + xperm(t)|
a1 - galgl'l +§>le9
é ewngig e wn g

t:=0,0.02>seg .. 2>seg

20

10

x(t)

xtrans(t) ¢

-20
0

Respuesta total

Respuesta transitoria
Respuesta permanente

15 2
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Calculo del Factor de Amplificacion Dinamica :

Para calcular el factor de amplificacion dinamica partimos de la expresion de la amplitud

X0 = Po 1 X0 = Po 1
T é K u 2 2
m A 2 2,2 2 a ¥ \/'e(w ) - W+ (200w ow)
\/a‘"n) - w o+ (290w w) S(Wn)zg : t A
Po

El corrimiento estatico del resorte es: d = —
K

Este factor de amplificacion dinamica se define como la relacion entre la amplitud de la deformacion
dinamica, y la amplitud de la deformacion estatica debida a la carga Po.

2
X0 (wp)
Rd = = Rd = ”
d , 2
Jawo)? - W%+ (2xowow)?
1
Rd(x,w) :=
282 2 Factor de Amplificacion Dinamica
e aw §u w 3
91- r— =l + rX¥— =~
€ ewng( e wn g
w:=0,01.. 60
é w o
é 2% x— Ul
~ wn ;o
f (x,w):= |Catan Ul if w £wn

Expresion del Angulo de fase
wo oo

wn . .
U+ pU otherwise
EW O u u

- = i

ewng g 0
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wn'wn'wn'wn’wn

— Amortiguamiento 0.01

""" Amortiguamiento 0.1
==== Amortiguamiento 0.2
semes Amortiguamiento 0.7

— Amortiguamiento 1

— Amortiguamiento 0.01

""" Amortiguamiento 0.1
==== Amortiguamiento 0.2
semee Amortiguamiento 0.7

— Amortiguamiento 1
Cuando w / wn << 1 el angulo de fase f es casi cero y los desplazamientos estan esencialmente
en fase con la fuerza aplicada

Cuando w / wn >> 1 el angulo de fase f es casi 180 y los desplazamientos estan fuera de fase
con la fuerza aplicada.

Cuando w = wn el angulo de fase f es 90 grados y los desplazamientos son maximos cuando
la fuerza pasa por cero
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