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Vibraciones libres de sistemas
amortiguados de un grado de libertad.

[+ Reference:C:\Ing\unidades.mcd

Partimos del analisis de la ecuacién diferencial de equilibrio instantaneo que era :

2 .
&y x 0 X6

Mt X2, ¢, &X0, Kx = P(t)
g dt g edt g

Si dividimos por la masa M resulta :

2
d°x  C zdxp K 1
x P &R0 S =)
dt Medtg M M

Habiamos visto que en el modelo de vibraciones libres de 1 grado de libertad sin amortiguamiento, la
frecuencia natural de vibracion w, del sistema era :

[K K 2
w, = [— de lo cual resulta : — = (w
: M M (wn)

La constante de amortiguamiento C es una medidad de la energia disipada en un ciclo de vibracién libre
0 en un ciclo de vibracion armoénica forzada.Definimos ahora la constante critica de amortiguamiento
Cc del sistema :

Se llama constante critica porque es el menor valor de C que
inhibe completamente la oscilacion

K
Ce = 2Mx | = 2w,

Y el coeficiente de amortiguacion _C
lo definimos como la relacion : Cc

Dicho coeficiente de amortiguacion x es una propiedad del sistema y solo depende de la masa My la
rigidez K. De lo cual deducimos que :

C=Ccx = 2Mow | x

Reemplazando en la ecuacién diferencial nos queda :

d®x 5 adx o ( )2 _ ixP ¢ Expresion de la ecuacion diferencial de
dt " ><x>qvn>qé~ dt ;+ Wn) %= M ® equilibrio para 1 grado de libertad.
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Vamos a resolver la ecuacion diferencial y planteamos la solucién de la homogénea :

2

d“x dx 2
+ 2090w — + (wp) % =0
dt dt
La solucion de la homogénea la planteamos como : o = '

e

2
y sus derivadas resultan : d—xH = e d—xH =r%e™

dt dt®

Reemplazamos en la ecuacion diferencial :

2 rx rxt 2 rxt
roe’ ™ + 200w e+ (w,)5e =0

rxt A

e ><-e?-‘r2+ 25w p X + (wn)ZE =0

12+ 2% W X + (wn)2=0

Resolvemos la ecuacion caracteristica : ax?+ bt +c=0

Las raices de la ecuacién resultan :

@b+ b2 sac O §-(2mowy) + yf(2mow,)? - adw,)? ‘
16 € 2>a + @ 2 a gwnX(-x +4/x2- 1)3
C +:Q ~=@ l:lz,\ i
ef2g ¢.p. \/bz- 4-ac + ?-(mewn) - \/(2xx>wn)2- 4>(wn)2 U Zw,ﬁ(-x - \/xz- l) 3
& 2. o & 2 a

En consecuencia la solucion de la ecuacion diferencial es una combinacion lineal de la forma :

roxt roxt
Xy =Ax " + B

La siguiente figura mustra una graficacion del movimiento u( t ) a partir del desplazamiento inicial u( 0)
para tres valores distintos del coeficiente de amortiguamiento x. Siresulta C = Ccr 6 x = 1, el sistema
retorna a su posicion de equilibrio sin oscilacién. Si resulta C > Ccr 6 x > 1, otra vez el sistema no
registra oscilamiento y retorna a su posicién de equilibrio como en el caso anterior, pero mas despacio.
Siresulta C < Ccr 6 x < 1, el sistema oscila alrededor de su posicion de equilibrio con una amplitud
progresivamente decreciente.
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Amortiguamiento critico , Q =1

Sobreamortiguado , { =2

=)
¥
X o o tIT,
= 1 \/ 2 3
-1 - Subamortiguado (_. =0.1

Vibracién de sistemas con amortiguamiento critico, sobreamortiguados vy subamortiguados

Como los coeficientes de amortiguamiento pueden ser menores 0 mayores que la unidad, esto hace que
segun el caso las raices tengan parte real o parte imaginaria :

Para x = 0 las raices resultan :

10 éwn>(0+|)l:l é Wn>1. u
c +=¢ u=é .' AMORTIGUACION NULA
alo g éwn>(0' i) O éwn’('|)

o C

Para 0 < x < 1 las raices resultan :

é ; / 20U
&1 0 é'(‘”n’*) twpHdy/l- x" g AMORTIGUACION SUBCRITICA
c ==, ,
N e u
ef2g g (wox) - wiin/l- xZ 0

Para x = 1 las raices resultan :
10 eewho
c +=c¢ + AMORTIGUACION CRITICA
gfog @& Wng

Para x > 1 las raices resultan :

> N
10 g'(wnxx)"'wn X - 13
c == ; AMORTIGUACION HIPERCRITICA
NG e 2 u
€20 4 (wpx)- wpy/x“- 1
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Caso 1: Amortiquacién nula :

Las raices son : a0 éwpd |
+=8 a

c .
efzg ewn(-1)q

La solucion de la ecuacion diferencial era :

La velocidad se obtiene derivando :

Condiciones iniciales : Xg = X(0)

Reemplazando nos queda : x(0)=A+B

dXo

Vo= ——
0 dt dt

La solucion de la homogénea resulta :

d Xy

d—x(O) =Axq+ By

I’lxt
=Axpe” + Baye

dxo dx(0)
dt dt

al 1

gl NgeéBg

2o - Vo
Xy=——"""

-1

ryxt
+

- r]_)O(O + VO

roxt

ra-rp

XH = -
- 2w X
Teniendo en cuentaque : — =i
i
W XX - Voﬁ
Xy=——
2w,
Teniendo en cuenta que :
eﬂ _ a
senh(a) = >

w X xt

-2>w ) d

W XXg + Voﬂ

2w,

cosh(a) =

Es el caso de vibraciones libres sin amortiguamiento

roxt

@&Xo 0
baho © '
= += d =

r-_XO_

edt g

Reemplazando las raices obtenidas en la solucion de la homogenea nos queda :

“WXo - Vo it "Wt %o+ VO)e-wnn'xt

- wp X xt

+ e
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X0 wpit Vo
2 2w |,

Xy =

XO)( w4 <t -wnn—xt)
Xy = —xe + e +

2

wit X0 cwpixt VOl wpist
+

2>w

V0>1.

)(e- w5 xt i ewnﬁ' Xt)

2%

Xy = Xg*cosh (w %) +

V0>4.

ssinh (-w 5 %)
W

Teniendo en cuenta que :

cosh(ixa) =cos(a)

sinh(ixa) =ixsin(a)

Xy = Xo*C0s (w,t) +

V0>4.

A >sin (- w %)

Wn

Teniendo en cuenta que :  i2=-1

-sin(-a) =sin(a)

v
Xy = Xo*C0s (w ) + —0>sin(wnxt)
W,

Caso 2) Amortiguacion subcritica :

Se demuestra asi que es el caso de

vibraciones libres sin amortiguamiento

O<x<1 0<C<C¢

El caso de amortiguacién subcritica se da en estructuras de edificios, puentes, presas, estructuras offshore,
etc. todas entran en esta categoria porque su coeficiente de amortiguamiento x es siempre menor que 0.10

Las raices resultan :

16 g-(wnxx) +woafx? - 1 3 Awn>(-x +inf1- xz)g
C TTe 0 e a
ef2g g (wox) - wy xZ - 14 0 eWnR-x - in/1- xz) G
La solucion de la ecuacion diferencial era :
rqoxt roxt
x,.|=A>e1 + Be?’
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Derivando obtenemos : d xy

xt
— =Axr1>er1 + Bxye
dt

roxt

La velocidad se obtiene derivando :

dxo dx(0
Condiciones iniciales : Xg = X(0) —2= ax(0)
dt dt
Reemplazando nos queda :
x(0)=A+B & Xo 0
el loaho & -
d C —X: == -
—x(0) =Axy + By et l2geBg ~—Xo-
dt edt g
d Xo
Llamemos: vo=——o
dt
. ) ryXg- V & TXg+ V y
La solucion de la homogénea resulta : Xy = 20 Ot 107 0
fr- 1 fr- 1

wn>(-x - i&/l- X2)><)(0- Vo)ewn)(_,H,ix\/]___xz)xt+ -gﬂlni-x + i&,l- XZ)E><)(0+ V0>ewn>(-x-ix\/:|-_x2)xt

Xy =
. 2 . 2
-2ow il - x -2ow i/l - x
. 2 , N
1 WpXgX + WpXg X 1-x"+ Vo @ Wn><(-x+ix\ll-x2)xt wni-x-ix\/l-xz)xtl
Xy == Be -e ¢
2 . 2
wpdx/l- x
z < . 2 . 2
§X0>(X +i /1 ) x2) Vo u ewnx(-xﬂx\]l-x )xt i ewni-x-lnll»x )xt
_€ + u
H— N 7
A . 1 2
é in/1- x° wdn/1 - xza
z N . 2 . 2
gxc))(x +i ’l ) X2) Vo H e-wnxx ><t+\wn>1x\ll-x xt i e'ant’“'Wn"’\ll'x xt
H= - + i
A . . 1 2
é in/1- x° wXn/l - xza
Teniendo en cuenta que : P =¢e? 4 P

, N . 2 . 2
i 2 - t x\/l— t -wp - le, t
_gxcy(xﬂ l-x) Vg He“’”’”e“”n" XDt gt wn oyl x
1

N +
ST R 2

Xy =
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) > =
4 . 2) ¥ X w x\/l x xt -w >1><\ll—x xt O
ex0>(x +ix/1- x Vo ﬂ Cmput € n e " -

XH = ? + ; > .
A X . II &
é in/1- x° wdn/1 - xza e 2
) ) eﬂ _ e- a a + e- a
Teniendo en cuenta las relaciones :  senh(a) = — cosh(a) = >

Desarrollando la expresion nos queda :

- wpx <t
Xi =x0>e'wn“xtx§+ ;Esenh(wnn’xx/l- x2>¢) + Lsenh(wnn’x\/l- xzxt)

N . 2 . 2
e in/l- x"g wXdn/l- x

- Xy <t

Xy = Xgoe cosh( /1 - xt) ysenh( x/1 >¢) 6, fo* ysenh( x/1 >¢)
e e ixn/1 - - g wpin/l- xZ e

En este caso de raices imaginarias, las frecuencias hiperbdlicas se transforman en circulares :

esdecir: cosh(ixa) =cos(a)

sinh(ixa) =ixsin(a)

cosh(iall- x2>wnxt) :cos( 1- x2>wn>¢)
sinh(in/1- x2wpt) = issin(i/1- xBw, )

- X owwp xt

Xy=Xge cos(\/—wn ) \/l_xsen(\/—w xt)ﬂ wnmsen(\/—w >¢)

Si llamamos :
=4/1- x2>wn Frecuencia natural del sistema amortiguado
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La solucién de la ecuacion diferencial nos queda :

. ot X 5 V B t
Xy=Xge " xg%os(wrxt) + ————ssen(wt) o+ —se " sen (w, 1)
@ \1- x? Wr
Graficacion de la respuesta :
rad
Datos : wh = 30x—— x = 0.03

seg

Iteracion : t:=0,0.005.. 5xseg

x awn xt

x wnxt &

\/ >wn>¢

Vo

>SII’1 \/ MI’]){

. 0
X(t,x0,V0) = X0 xccos >S|n(\/1- x2>wnxt)+
1- x2 g wnx/l- x
0.04
0.02 n n n
x?ﬁ?, 1cm, 1><lg 0
e seg g
-0.02 u U
004, 0.5 1 15 2 2.5 3 35 4 45 5
t
Alternativamente puede escribirse :
-xanxt% V0+XO>K>Wn O
Xy =€ X oS (w, k) + ———————ssen(w, )+
e Wy a
- X owp xt
xy=Cxe " scos(w,®- a)

Donde la amplitud del movimiento es :

(X0) +

(Vo + X0 w,)?

Vo + X0 xw,

C(y) =

(‘" r)2

tan(a) = X
r (0]

La curva del decremento logaritmico la expresamos :

(Vo + xo xx>wn)2

(V- xPun)

- x> xt

Dec(t,x0,Vo0) = (xo)2 +
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0.04

n'-.

m &
xfﬁ, 1cm, 1—2
e segg

m &
Decf“?, 1cm, 1—0
e

seg g

o u H

—0.04

El movimiento es oscilatorio pero no es periodico. La amplitud de vibracion no se mantiene constante durante
el movimiento, sino que decrece en ciclos sucesivos. No obstante las oscilaciones ocurren en intervalos
iguales de tiempo. Dicho intervalo es el periodo de vibracion con amortiguamiento :

_2p 2p

w 2
r wnx/1l- x

En estructuras reales, el coeficiente de amortiguamiento C es considerablemente menor que el critico :

T

C
x =— =de2a20%

cr

Tomando el maximo x = 20 % resulta que :

w, =wnx/1- x% = 0.98wn

Se deduce que la frecuencia wr de un sistema amortiguado es casi igual a la del sistema sin amortiguamiento
wn. Por eso la frecuencia natural de un sistema amortiguado se considera igual a la frecuencia de un sistema
sin amortiguacion. ( Valido para 0 <x <20 %)
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Caso 3) Amortiguacion critica : x=1 C=Cc x?-1=0

Asumiendo que el movimiento con amortiguacion critica es un caso limite del movimiento con amortiguacion
subcritica, partimos el analisis de la misma expresion de amortiguamiento subcritico :

- X oawp xt

Xy=Xge cos(\/—wn ) \/l_xsen(\/—w xt)ﬂ wnmsen(\/—w >¢)

Planteamos lo siguiente :

lim
x® 1

5 ;
?’Sen(\/ﬁwni)? = w st cos(\/l'—xz’wn )
e

Reemplazando en la ecuacion nos queda :

XH =xo>e'wnxt>(l + wpR) + ———w )

Entonces la solucion de la ecuacién nos queda :

w <t

- wp <t -
Xy =X | AL+ wpt) + vge " o

Y graficamos al respuesta con los siguientes datos :
Datos : wn := 117.97084386
iteracion :  t:= 0,0.0005.. 1

wn xt

X(t, X0 ,V0) = x05e "1 + wnst) + Vore "%

0.1

x(t, 7>cm, 0)

X(t, 7cm, 10) 0.05

x(t, 7cm, - lO)

Caso A) X=+Xo,V=0
""" CasoB)X=0,V=+Vo
==== Caso C)X=+Xo,V=+Vo
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La forma de la curva que expresa el movimiento x(t) depende de la posicion inicial Xo y la velocidad inicial Vo y
sus signos. Se ilustran los siguientes casos :

A)Parat=0,X=+Xo .,V =0: Lacurva arrancara de Xo con tangente horizontal.

B)Parat=0,X=Xo .,V =+Vo : Lacurva arrancara de Xo, conpendiente positiva, es decir, aumenta X
hasta un valor maximo y luego disminuye asintoticamente.

C)Parat=0,X=Xo .,V =-Vo: Lacurva arrancara de Xo, y su tangente es negativa.

Con la amortiguacion critica, el sistema se recupera (es decir, la masa vuelve a su posicion de equilibrio) en
tiempo minimo sin que se produzca oscilacion.

En los sistemas en que se desea una rapida recuperacion sin oscilaciones, conviene un amortiguador de
constante algo superior a la critica. Tal es el caso de un lanzador de proyectiles. En el caso de un automovil, lo
indicado es un amortiguador algo inferior a la critica, para una rapida recuperacion compatible con una adecuada
"dureza" del amortiguador.

Caso 4) Amortiguacion hipercritica : x>1 C>Cc

El amortiguador presente en el sistema es mas "duro” que el amortiguador de constante critica, es decir, que
a igual velocidad relativa entre los extremos la fuerza opuesta es menor.

Las raices resultan : 4 N R
2

a1 0 g-(wnxx)+wn x - 13 Awn>(-x+ X 1)3

c +=4 , = .

al € 2 u e U

€20 s (wpx)- wpa/x“- 1 awpd-x - 4/x°- 1)0

. . . . rixt roxt
La solucion de la ecuacion diferencial era : xy=Ae' +Be’

. . . ) d XH roxt roxt
La velocidad se obtiene derivando : d_ =Axpe  + Bxye
t
dx d x(0
Condiciones iniciales : Xo = x(0) _70_ &
dt dt

Reemplazando nos queda : x(0)=A+B &Xo 0
el loaho & 7

d C —X: == -

—x(0) =Axy+ By efl1 2géBg ~—Xo-

dt gdt ¢

d Xo

Llamemos: vg=——o
dt
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La solucién de la homogénea resulta : 2o -

Vo it T1Xpg+ Vo o 1«
e+ e

Xy =

-1

ra-rp

'é’n’i‘x + \/xz- 1)E><X0+ Vo)ewni.x-\/xz_-l)xt

wokx - - wo- vo wlalTe

gxcy(x + \/xz - 1)

Vo

Xy =
2 2
2w ax -1 2w paxT- 1
[ 2 . .
x _E W KX + W XK 3/X - 1+ Vo )ge-wnix-\lxz- l)xt i e-wn>(X+'\/x2- l)xt::_
H™ 5 2
wy/x" -1
ex >(x +\/x2- 1) v oo ‘W"*( Vx 1)Xt 'Wn*(’”\l"z-l)xt':
X _@to 0 l] ee L
Y R o ?
e 1g
A LA ® [.2 ] [2 &p
. gxo)(x + /XZ_ 1) Vo H ee w Xt wp <t lQ e—wnxtxx wy xEafx 1£C
UL we ?
e 1g
Teniendo en cuenta que : P =gy P
z < 2 F
é / 2 u - w0t wnxtX\/ 1 antxx -wnxtX\lx -10
s = éXO’(X + X - 1) VO L] e P s ¢
UL we ?
e 1g
> .
é 2 u X w ><t><\/ 1 cwpdafx 10
_ éxo’(x +4/x” - 1) VO G wnt Ge" ' '
Xy = p X .
a / / I é 2 ']
e 1g
Teniendo en cuenta las relaciones :
eﬂ _ e a a + e-a
senh(a) = > cosh(a) = 2

c/

S xt>senh(wnxt>Vx2 - 1)

a
2 \/xz- 1 ’ wn>\/x2 1:;,

©
1
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g2 X 49, Lﬂe'wnaﬂsenh( t/x - 1)
goxg\/xz- 1 g wn&/xz- 10 n ’

- wpxx xt

Xy = xoe'wn“xtxgnl + ;Ssenh(wnixlxz - 1) + Lysenh(wnxm/xz - 1)

e x2-1g wy/x - 1

La respuesta del sistema amortiguado vibrando sin excitacion resulta :

anxt

Xy=xge " xccosh(\/ - Lw xt) >senh(\/ - Lw xt) >senh(\/ - Lw >¢)
\/x 1 wn&/x -1

Graficacion de la respuesta :

1
Datos : wn = 117.97084386x— x = 1.2
seg

iteracion : t:=0,0.001.. 0.1xseg

x wn xt

x(t,x0,Vo) = xo e'anthg%osh(\/xz- 1>wn><t) >S|nh \/ 1>wn>¢ 0 V0>e ——————ssinh \/ >wn>¢)

2
) x gwn -1

0.01

0.008 ]

x(t,7»mm,0)
m !

x®, 0, 1—2
e seg g 0.006 [~

xg? 7>mm, 1x—9

S€92 0004

xgt, 7<nm, - QixLQH
e e seggal
0.002

0 0.02 0.04 0.06 0.08

tttt

Caso A) X=+Xo,V =0

""" CasoB)X=0,V=+Vo
==== Caso C)X=+Xo,V=+Vo
se=es Caso D) X =Xo,V =-Vo
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La forma de la curva que expresa el movimiento x(t) depende de la posicion inicial Xo y la velocidad inicial Vo
y sus signos. Se ilustran los siguientes casos :

A)Parat=0,X=+Xo .,V =0: Lacurva arrancara de Xo a tangente horizontal.

B)Parat=0,X =0,V =+Vo : La curva arrancara de cero, crecera hasta un valor maximo y luego
decrecera en forma asintotica.

C)Parat=0, X =Xo ,V=+Vo : La curva arrancara de Xo, crecera hasta un maximo y luego decrecera en
forma asintotica.

D) Parat=0, X =+Xo ,V =-Vo : La curva arranca de Xo con pendiente negativa y decrece
asintoticamente.

En el moviniento con amortiguacion hipercritica, una vez apartada la masa de su posicion de equilibrio, el
retorno a la misma se produce sin que haya movimiento oscilatorio. El apartamiento de la posicion de equilibrio
disminuye segun una ley exponencial, mas rapido al principio y mas lentamente al final. Cuanto mayor es &
(cuanto mas duro es el amortiguador), mas tarda la masa en alcanzar la posicion de equilibrio.
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