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Vibraciones libres no amortiguadas de
sistemas de un grado de libertad.

Sea una masa que desliza sin rozamiento sobre una superficie horizontal. Los corrimientos X
se miden a partir de la posicién en que el resorte no esta deformado.

Supuestos :
H
- Masa del resorte es despreciable.
M - Masa de resorte despreciable
- No hay amortiguamiento. (¢ = 0)
* - No hay fuerzas perturbadoras exteriores
- Se desliza sin rozamiento.

La ecuacion diferencial del movimiento resulta :

2 .
a“x o0

Mxg——=++ K =0
g dt” g

Esta ecuacion diferencial se clasifica como lineal y de segundo orden. El hecho de que los
coeficientes M y K sean constantes, y que el segundo miembro sea cero, clasifica a esta
ecuacion como homogénea con coeficientes constantes.

Supongamos que el movimiento responde a una ley senoidal (vibraciones periédicas armonicas)

proponemos : X = Axcos (w %)

o también X = Bssin(w %)

Donde Ay B son constantes que dependen de la iniciacién del movimiento, mientras que w es
un valor que denota una propiedad fisica del sistema. Reemplazamos la expresion anterior en la
ecuacion general del movimiento y nos queda :

éd? (Assin (w »)) U _
M& 5 a+ KXAssin(w x) =0

é dt a

(K - Mw?)Axcos (wot) =0

Para que esta ecuacion se satisfaga se debe cumplir que :
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Wn =

Entonces despejando resulta : K
’— w,, = pulsacion o frecuencia natural circular

Debido a que x = Axcos(w,%) Y x =Bssin(w,) son soluciones de la ecuacién diferencial, y

ademas esta es lineal, entonces la superposicidn de estas dos soluciones es también una
solucion. Mas aun teniendo dos constantes de integracion A 'y B, es de hecho la solucién
general para esta ecuacion diferencial de segundo orden.

x = Ascos(w ) + Bsin(w %)

Derivando, la velocidad resulta :

dx ,
e =-Aow p>sin(wx) + Bow ,>cos (w )

Las constantes A y B estan determinadas por las condiciones iniciales del movimiento del
sistema, que casi invariablemente son el desplazamiento x, Yy la velocidad v, aliniciarse el

movimiento en el instante t, La vibracion libre se inicia apartando el sistema de su posicion de

equilibrio estatico, dandole a la masa un desplazamiento inicial x, Yy velocidad inicial v,

. dx . .
Sustituyendo t=0 , x=X, Y m =v, en las ecuaciones anteriores obtenemos :
t
Xo = A
Vo =B

Aplicando x, y v, enlaecuacion  x = Asxcos(w,) + Bxsin(w,x) nos queda :

v
X = XoCOS (W) + —ssin (w %) (1)
w

Expresion del desplazamiento x del oscilador simple en funcién del tiempo. El movimiento
descrito por esta ecuacion es armaénico y por lo tanto periédico ; puede ser expresado por una
funcién seno o coseno de la misma frecuencia w.

El periodo T, es el tiempo que tarda el vector giratorio en dar una vuelta (2p radianes) a una
velocidad angular w. El periodo puede ser facilimente calculado ya que las funciones seno y
coseno tienen un periodo de 2=. Se expresa en segundos, entendiéndose tacitamente que se
trata de segundos por ciclo.
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Luego :

2p m
w T =2p T=— TZZmXI?
Wp

La cantidad de vueltas que da el vector en un segundo es igual a la cantidad de ondas en igual
lapso. Esta magnitud es reciproca del periodo y es la frecuencia natural ciclica f.

1 w
f, = = f = — entonces

Las propiedades naturales de vibracién wn, Tn u fn dependen solo de la masa y de la rigidez del
sistema.De dos sistemas que tengan igual masa, el que sea mas rigido, tendra mayor frecuencia
natural y menor periodo. A la vez, de dos sistemas que tengan la misma rigidez, el que tenga
mas masa tendra menor frecuencia natural de vibracién y periodo mas largo. Como los sistemas
son lineales, estas propiedades de vibracion son independientes del desplazamiento y velocidad
inicial.

La frecuencia natural circular w, , la frecuencia natural ciclica f,, y el periodo natural T, pueden

ser expresados en forma alternativa como sigue

1 ds
W, = i fn: X 9 Tn:2>p>< T
dst 2p | dst g
den = m>g Donde dg es la deformcin estatica de la masa M suspendida de un
ST=—
K resorte con rigidez K, y g es la aceleracion de la gravedad
T, =21/m,
4 A i0) b
' " Amplitud |
M{O) . mpllu ug
a c e / -t
d

A

Vibracién libre de un sistema de 1GL sin amortiguamiento
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La porcion delimitada por a-b-c-d-e de la curva de desplazamientos en funcion del tiempo
describe un ciclo de la vibracién libre del sistema. Desde su posicion de equilibrio estatico en
"a", la masa se mueve a la derecha alcanzando su méaximo desplazamiento positivo ug en el

punto "b". en dicho punto la velocidad es cero y el desplazamiento empieza a decrecer y la masa
retorna a su posicion de equilibrio "c" donde la velocidad es méxima, y la masa sigue esta vez
hacia la izquierda, y repitiendo el ciclo otra vez hasta llegar al punto "e". Al tiempo "e" la
velocidad y desplazamiento de la masa es idéntica a la que tenia en el instante "a", y asi
sucesivamente se repite el ciclo.

La ecuacion (1) muestra que el movimiento oscilatorio se repite en intervalos de it segundos.
Wn
. . . . 2:p
En particular la velocidad y el desplazamiento de la masa en dos instantes t; y t; +
w
es idéntico.
2p 6 du(ty) ¢ 2p 6
u(t1)=u§?1+ - =—Ur§1+ =
& W, g dt dt @ W, o

Amplitud del movimiento :
Observando la ecuacion (1) mediante una simple transformacion trigonométrica podemos escribir

x=Cxsin(wx® + a)

X =Cxos(wx - b)

Donde :
Vo
X
tan(a) = ° y tan(b)=l
a&Vo 0 X
~— =
ew g

El valor de C se conoce como amplitud o desplazamiento maximo del movimiento y el angulo a
0 b como angulo de fase.

C
I"U(W x o
W va t
LL!
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La amplitud C depende del desplazamiento y velocidad inicial. Ciclo tras ciclo permanece igual y

el movimiento no decae porque no hay amortiguamiento en este caso. Esto no ocurre en la
realidad.

Para el caso de un portico de un solo nivel, con masa concentrada m y columnas empotradas

en su base, la frecuencia natural de vibracién resulta

K K= 24EA4. 129 + 1
M h3 124 + 4

W, =

k = rigidez lateral del portico

r = relacion de rigideces

La frecuencia natural circular, para los dos casos extremosde r =0, ¥ r =¥ resulta

24E A, 6>

(Wn)w:¥ = o

1
=52
E -
I‘?; 0.5
S (®dp=0
=
g

T T

104 1073 102 107! 10° 10! 107
p

Wariacién de la frecuencia natural respeco de la relacién de rigideces.
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